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31.1 動機

• 什麼是它的目的與理想？對於人類存在的美，它

以什麼方式作出貢獻？

• 值得很好地提醒一聲，對於那些只會在遙遠的將

來，通過提供生活途徑的辦法作出貢獻的研究和

追求，我們所寄予的希望，並非僅僅是生活的改

善，而且還有思考偉大事物時生活態度的昇華。
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31.2 現況（抽象）

• 偉人們把畢生奉獻給深知其魅力的沉思，希望與

別人分享其喜悅，讓人類相信要把那些缺少了就

不可能跨過文明門檻的機械 ( 定型了的 ) 知識世世

代代傳遞下去。

• 但是灌輸這種知識的特權是由枯燥乏味的腐儒們

掌握的，他們忘記了這只是用來打開殿堂大門的

鑰匙；雖然他們的一生都花費在通向那些神秘大

門的台階之間，他們卻是執地用背對著那座殿堂

，完全忘卻了它的存在，至於那些有可能催逼向

前，以引荐給殿堂美輪美奐的拱門的熱切少年，

卻被命令所迫，轉過身去數台階。
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31(32).3 現況（具體）
•對於數學的目的究竟是什麼的詢問，回答往往是

它為機器的製造，各地間的旅行，在軍事或商戰
中勝過敵國，提供了方便。

•可算正確的答覆是：數學訓練了思維能力。
•而思維能力本身，對於那些鼓吹其開發的人說來

，一般都設想為不過是避免掉進陷阱的工具，有
助於發現實際生活中的指導規則而已。

•柏拉圖把數學真理的思考看成連神也值得這樣做
的事，

•克利尼阿斯。那麼，異鄉人，在必需的知識中什
麼是屬於上天而非人類的？

•雅典人。那是指這樣的東西，一個人不利用它或
不具備關於它的知識，他對世界就不是主宰，不
是精靈，成不了英雄，而且也不能真誠地為人設
想和關心人。
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對極大多數人說來，現實生活是一個漫長的不得已

而求其次的經歷，是理想與可能之間永恆的妥協；

然而在純粹理性的世界裡，對於體現在輝煌大廈中

的創造活動，對於所有偉大業績從中湧現的追求完

善的激情，卻不知道什麼妥協，不承認實際的局限

，也不存在障礙。一代又一代的人，不顧人類的好

惡，甚至也不考慮自然中不值一顧的事實，已經逐

漸創造出一個有序的天地宇宙，純粹的思維在那裡

可以像在自然的家裡那樣安居，而在我們的高貴動

機中，至少有了一個場所，可擺脫現實生活的令人

志氣消沉的折磨。

32.2 數學之美（羅素的夢囈）
僅提供學術教學使用



  

32.3 數學可見之美

• 數學的超群脫俗的特徵，只能在嚴格邏輯
的推理中找到：邏輯規則之對於數學，就
像結構對建築那樣重要。

• 最美的著作，呈現出一條論證的鏈，其中
的每個環節都有必不可少的重要性，其中
從頭到尾存在著一種寧靜與清澈的氛圍，
而且通過看來是自然而不可避免的工具，
由前提條件推導出了比可能想像到的更多
的結論。
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33.1 數學教學的主要目的、幾何學教學現況與教學指導原則

• 喚醒學習者對推理的信念，樹立起被論證了的真
理的信心，並認識到論證的價值。

• 目前，在講授算術時，給予孩子們的是一組規則
，它們本身看來無所謂對與錯，而只像是教師意
志的體現，在孩子們看來，這是教師為了某種深
奧莫測的理由，要大家照此玩遊戲的方式。 

• 沉悶的   無聊的證明方法去處理   明顯的自明
之理，

• 應該教他們去論證  定理，它們開始時讓人驚訝
，卻又易於用實際的作圖來驗證。信心就這樣地
產生了：它使人認識到推理可以得到雖然令人驚
訝，然而可用事實來驗證的結論；這樣就可以逐
步克服對抽象和理性的道理的本能的不信任感。
遇到含有難點的定理，應該先當作幾何作圖的練
習來教，直到圖形已變得完全熟悉為止；在此基
礎上再講授與此有關的各種直線與圓之間的邏輯
關聯，才會是一種學生同意的進步。
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• 我們在代數學中才第一次教育他們去考慮
一般的真理，一種並不僅僅對這個或那個
具體的事物成立，而是對一整批事物中的
任一個都成立的道理。

• 正是靠理解和發現這類真理的能力，智者
才握有對世界上實際與可能事物的優勢；
而處理這種普遍性的能力，也正是數學教
育應該饋贈的一種禮物。

33.2 數學教學的主要目的、代數教學現況與教學指導原則
僅提供學術教學使用



  

33(34).3 邏輯的純潔性

• 無窮概念
• 埃利亞的芝諾提出來的不能回答的問題。

• 一直有一條當作自明道理的假設：假如從
事物的任何一個集合中取走了一些事物，
剩下的事物數總要比原來的事物數少。

• 事實上，這個假設僅對有限的集合才成立
；

• 一直必須用冗長的詭辯過程，學著去同意
那種初一接觸就可正確地判斷為混亂和錯
誤的議論。

• 一種祭司式的神秘信仰，對於不皈依者根
本無法理解。

僅提供學術教學使用



  

• 數學推理的純潔性與嚴密性。

• 在未經訓練的頭腦看來似乎是自明的許多
命題，在詳加考慮之下會證明是錯誤的。

• 推理長鏈中，整個數學研究的統一性才會
顯露出來。

34.2 數學的本質
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35.1 數學的本質

• 統一性和必然性都像戲劇的展開那樣可以感覺得
到。在前提中，提出了要加以考慮的課題，而在
以後的每一步中都在掌握其性質方面有肯定的進
展。對系統和對內在聯繫的深情鍾愛，這也許是
智能性衝動的最內在的本質，再沒有別的地方能
像在數學中那樣得到自由的顯露。

• 感受到這種衝動的學習者，實在不應該被大量無
意義的例題所干擾，也不能因逗弄人的古怪東西
而分心，相反，必須鼓勵他們去仔細思考中心的
原理，去熟悉放在他面前的各種學科中的結構，
去一步步熟練地跨越更重要推演中的步驟。以這
樣的方式，可培養出良好的精神狀態，也教會了
他們根據對重要和本質事物的愛好進行有選擇的
專注。
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• 當每一個將數學劃分開的獨立研究，都被
看成是一邏輯的整體，看成是從一些構成
了它們原理的命題自然成長的結果時，學
習者就將能夠理解一門基本的學科──那
個將整個演繹推理統一起來並予以系統化
的學科。這就是符號邏輯──

• 發現到所有的數學全都是一小組基本定律
的必然結果，無可估量地加強了整體的理
性美

35.2 數學的理性美
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35.3 數學與哲學

• 在符號邏輯取得它目前的發展之前，數學
賴以建立的原理一直被假定為哲學的，而
且只能夠借助於迄今為止由哲學家所運用
的、不肯定而且非逐步推演的方法來發現
。

• 發現到數學的真實原理也像它的任何結果
一樣，都是數學的一部分，就是極大地增
加了人們所追求的理性上的滿足。能夠領
略和享受的學習者不應該拒絕這種滿足感
，因為這也增加了對人類能力的敬重以及
對屬於抽象世界之美的知識的敬重。
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• 哲學家通常一直認為，成為數學之基礎的邏輯定
律，是思維的定律，是規範我們頭腦之操作的定
律。

• 理性  是對一切實際和可能事物之核心以及永不
更易之本質的一種探究，相反，倒變成了對多多
少少屬於人類的某種東西的一種探索，而且還受
到人類之局限性的約束。

• 數學則更進一步，把我們從人事範圍帶進了絕對
必然性的領域，帶向不僅是現實世界，而且每一
種可能的世界都必須遵循的規律；並且就在此處
，它建造了或者說發現了一個永恆存在的居所，
在那裡我們的理想得到充分的滿足，而我們最好
的願望也絕不會受到挫傷。只有到那個時候，我
們才徹底地理解了我們的完整的獨立性，這種獨
立性屬於理性所發現的那個世界；也只有到那個
時候，我們才徹底理解並能夠認識到那個世界之
美的深刻重要性。

35(36).4 哲學之外的數學（可解釋為何柏拉圖的想法）
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36.2 理性世界與時空之中的世界

• 如果我們想要正確地理解數學在藝術中間
的位置，對這種純理想性格的理解就是必
不可少的。

• 將理性世界的結果應用於時空之中的世界
時，它的肯定性與準確性就失落在近似與
假設之中。

• 一方面理性不能支配世界上的事實，另一
方面，事實也不能限制理性的特權，它根
據對美的鍾愛，去處理似乎值得研究的對
象。
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• 在教育工作中，不僅讓學生相信重要定理的準確性，而且
讓他珍視在定理可能採取的一切可能方式中，這個方式本
身所擁有的最高的美，是十分符合需要的。不能像傳統的
講授方法讓人想到的那樣，對於論證的真正興趣，不應全
部集中於其結論；如果發生了這種情況，那應該看成是一
種失敗，需要加以治療。

• 不恰當地強調結論的現象，應由急於征服新領域，想快點
進步的急功近利的精神和願望負責

• 在一個議論中運用了超出作結論所必需的前提，就要認為
是一次失敗：數學稱之為優雅的，是那些在證實論題為真
的時只運用了最本質前提的論述。

• 歐幾里得的功績是在他運用平行公理之前，已前進到了他
能達到的最遠點──他之所以盡量不運用這條公理，並不
是像人們通常說的，是因為這條公理有內在要不得的東西
，而是因為，在數學中每增添一條新的公理，就會縮減由
此得出的定理的普遍性，而最大可能的普遍性才是要追求
的高於一切的東西。

36(37).3 論證之美
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37.2 數學是真理大廈

• 懷疑論，數學是一劑永恆的譴責，因為它
的真理大廈不可動搖地屹立在那裡，是一
切玩世不恭的犬儒武器所無法攻破的。
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• 數學對實際生活產生的效果，雖然不應該看成是
我們研究的動機，卻可以用來回答獨居寂寞的學
生一定常常會有的疑問。

• 在這樣的問題面前，真實的答案是：毫無疑問總
得要有某些人去保持聖火不灭，在每個世代中都
必須要有某些人去保存那些能預示驚心動魄的目
標遙遙在望的、使人夢縈魂繞的遠見。

• 世界從抽象思維的結果中，擁有了一筆資本，而
迄今為止尚未發現運用這一資本去為普通人造福
，存在著什麼極限。經驗還不能提供任何工具，
無法決定數學的哪一部分才是有用的。所以功利
只能在感到失望的時刻給人以寬慰，卻不能指引
我們的研究方向。

37.3 數學的貢獻
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38.2 數學的教與學

• 對真理的鍾愛是對虧蝕中信心的主要的鼓
勵，而在數學中，對真理的鍾愛要比其他
地方更易找到。每個偉大的研究不僅本身
就是目的，而且也是創造和堅持高貴的精
神習慣的工具；而這樣的目的應該始終在
數學的教與學中牢牢記住。
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科學的本質

「深夜小狗神秘習題」有三個人同在一列火車上，一個

是經濟學家，一個是邏輯學家，另外一個是數學家。火

車剛剛越過蘇格蘭邊境（我不知道他們為什麼要去蘇格

蘭），三人從車窗望出去，看見田園中有一頭棕色的乳

牛（乳牛站立的方向與火車平行）。

　　經濟學家說： "看，蘇格蘭的乳牛是棕色的。 "

　　邏輯學家說：“不，蘇格蘭有乳牛，其中至少有一 

頭是棕色的。 "

　　數學家說： "不，蘇格蘭至少有一頭乳牛有一邊是

棕色的。 "

　　這個笑話很有意思，因為經濟學家不是真正的科學

家，邏輯學家的思慮比較清晰，但數學家說得最好。
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科學的本質
• 理性客觀

– 但是數學則更進一步，把我們從人事範圍帶進

了絕對必然性的領域，帶向不僅是現實世界，

而且每一種可能的世界都必須遵循的規律；並

且就在此處，它建造了或者說發現了一個永恆

存在的居所，在那裡我們的理想得到充分的滿

足，而我們最好的願望也絕不會受到挫傷。只

有到那個時候，我們才徹底地理解了我們的完

整的獨立性，這種獨立性屬於理性所發現的那

個世界；也只有到那個時候，我們才徹底理解

並能夠認識到那個世界之美的深刻重要性。
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• 可證偽
– 在未經訓練的頭腦看來似乎是自明的許多命題
，在詳加考慮之下會證明是錯誤的。

科學的本質
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科學的本質
• 普遍必然性 

– 在一個議論中運用了超出作結論所必需的前提

，就要認為是一次失敗：數學稱之為優雅的，

是那些在證實論題為真的時只運用了最本質前

提的論述。歐幾里得的功績是在他運用平行公

理之前，已前進到了他能達到的最遠點── 

他之所以盡量不運用這條公理，並不是像人們

通常說的，是因為這條公理有內在要不得的東

西，而是因為，在數學中每增添一條新的公理

，就會縮減由此得出的定理的普遍性，而最大

可能的普遍性才是要追求的高於一切的東西。
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• 存在一個適用範圍

– 假如從事物的任何一個集合中取走了一些事物

，剩下的事物數總要比原來的事物數少。事實

上，這個假設僅對有限的集合才成立；而且，

在涉及無限時，已經表明，否定這一假設，

科學的本質
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科學的本質

《吕氏春秋》

楚王在雲夢澤打獵，不小心把自己心愛的弓丢失了。左

右的侍從立刻要去尋找。楚王制止道：“楚人失之，楚

人得之。不必找了。”孔子聽說此事後評論说：“為什

麼要把‘楚人’與‘人’區別開来呢？不妨说：‘人失

之，人得之。’這樣符合仁義了！”老子聽說了孔子的

評論後說道：“為什麼要把‘人’與‘天地’區别開來

呢？不妨說：‘失之，得之。’這樣就符合天道了！”
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Q1:
回顧我們所接受的數學訓練過程，

是否如羅素文中所描述的普遍現

象？是否認為羅素文中所建議的

數學教育理念與落實方法會更能

達到數學教育的目的？
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Q2:
你擁有了數學教育餽贈的禮物嗎？

如思維能力？如擁有避免掉入陷阱

的工具，有助於發現實際生活中的

指導規則？如體認論證價值？如握

有對世界上實際與可能事物的優勢

，也就是處理某類普遍性的能力？

僅提供學術教學使用


